AVRIL 2012

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 1°* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

1. Calculer, en x =1, la dérivée de : x* Ln(x +¢€*)

dl+e)
1+e

x*(1+e)

f'(x) = 2xLn(x +e*) + f'()=2Ln(l+e )+ =2Ln(l+e)+1

7l2 72

2. Calculer 1= [(x+1)sinxdx = [~ (x+1)cosx];"* + [cosxdx =2
0

0
3. Résoudre I’équation : e +e*-2=0
En posant X =e* , on obtient : x=0.

2

4. Trouver la primitive de X ,
V1+x®
2 3 2 . . 2
FOO = \1x +ket FQ) = 242+k=0, ol k=-2/2

5. Résoudre I’inéquation : 6x*—x—1<0

x> —x—-1=6 (x-1/2)(x+1/3), donc x e}—%,%{



6. On considére 5 entreprises dont les dépenses mensuelles en eau au cours des deux derniers
mois sont présentées dans le tableau suivant :

NEFENEFE W
R WwolF- A~

Calculer le barycentre de ces données.

14

g=( ,E)

ol ©

7. Dans le secteur du commerce de gros, la moyenne du chiffre d’affaires des petites
entreprises est de 100, la moyenne du chiffre d’affaires des moyennes entreprises est de 300
et celle des grandes de 800. Sachant que les petites entreprises représentent la moitié du total
des entreprises et que les grandes entreprises ne représentent que 10% du total, quelle est la
moyenne du chiffre d’affaires pour I’ensemble des entreprises ?

La moyenne est égale & : (0,5x100) + (0,4 x 300) + (0,1x 800) = 250

8. Calculer Lim(v/x* +1—X)

X—>+00

Lim(Vx? +1-x) = Lim—t 0
X—>+00 X—>+00 /XZ +1+X

9. Résoudre dans I’ensemble des nombres réels, I’équation : x" =1 pour n=3 et 4
Pour n=3, x=1,

Pour n=4, x=1ou -1

10. Déterminer la limite de la suite (U, ), définie par récurrence : U, :T” etU,=1

U :%et cette suite converge vers 0.

n+l



Exercice n® 2

Pour tout nombre réel t, on considére la fonction numérique F, définie par :

(L+t)x

e -1

F(X)=——
(x) 1

1. Montrer que F, se prolonge par continuité en 0, et que le fonction prolongée, notée
encore F,, est dérivable en 0. Que valent F, (0) et F, (0) ?

Lim F, () = L mitd+t)x-1

=1+tet F(0)=1+t
x—0 1:X—1 t()

F@-LpF0-RO 1

= (t+t%), sachant qu’au voisinage de 0 : " ~1+u+u?/2
2. On suppose que F, admet un développement limité en O a tout ordre p, et I’on pose

F (X)= 1+(p0(t)+¢)1(t) ¢’2Tft)x2+““ (2 ()

——xP+xPeg(t)

Donner les valeurs de ¢, et @, .

Avec ce qui précéde : ¢, (t) =t et ¢, (t) = (t +t%)/2

Exercice n® 3

On considere la fonction numérique f, définie par :
f,(X) =—ax+Ln(x)

ou Ln désigne le logarithme népérien et a est un réel strictement positif.

1. Déterminer, selon les valeurs de a, le nombre de racines de I’équation f,(x)=0.
f. (x)=0 pour x=1/a.

Si a<1/e, alors I’équation admet deux racines,
Si a=1/e, alors I’équation admet une racine,

Si a>1/e, alors I’équation n’admet aucune racine.



2. Donner Iallure du graphe de f,,,.
f,,, est croissante jusqu’au maximum atteint en 2, puis décroissante, avec une branche
parabolique dans la direction y = —ax .

3. Calculer I’aire comprise entre le graphe de f,,,, I’axe des abscisses, les droites x=1
et x=2.

| = [(~ax+Lnx) dx = [-ax? /2 + xLnx— x}, =7/4-2In2

N Sy

4. Montrer que pour tout oel0d, et tout xt>0, on a:
f@x+l-a))>af,(0)+1-a)f, (1)

f. (x) = -1/ x?et f est concave.

5. Etudier, selon les valeurs de a, la convergence de la suite (u,) définie par: u, >0 et
u,,=au,.

On aune suite géométrique :

Si a <1, la suite est convergente vers 0,

Si a=1, la suite est stationnaire égale a u,,

Si a>1, lasuite est divergente.

Exercice n® 4

t" -1
+1

X
Pour tout entier naturel strictement positif n, on pose : I (x) :j dt
0

1. Calculer 1, (x)et 1,(x)

2
On obtient : 1,(X) =x—2Ln(x+1)et I,(x) :X?— X

2. Calculer 1;(x)
2

On obtient : 1,(X) :%x3 —X?+x—2Ln(x+1)



3. Etudier les variations de 1,(x) et tracer son graphe.

Sa dérivée est égale a: X—_iqui est nulle pour x=1. La fonction est décroissante de
X+

—ooa 1 puis croissante. Son minimum est égal a 1—2Ln2.
1

4. Calculer J; zjll(x)dx
0

J, = j 1, (x)dx = j(x—ZLn(x +1)dx =1 - 2[(x +DLn(x+1) - (x+1) | :g—4Ln2

Exercice n®°5

Soit M(x,y) unpointduplanot 0<x<1,0<y<1.
Onpose D = {(x, y)e R*/x* + yzsl}.

On tire aléatoirement un point M (x, y). Quelle est la probabilité que le point M appartienne
au domaine D ?

La probabilité est égale au rapport des deux surfaces : la partie du disque dans le carré et le
carré, soit: z/4

Exercice n° 6

On définit, pour tout entier ne N , I’intégrale :

7l2

I(n)= jcos”(t) dt
0
1. Calculer 1(0),1(2),1(2)
Onobtient 1(0)=7x/2,10)=L1(2)=x/4
2. En effectuant une intégration par parties, établir une relation entre 1(n) et I (n—2)

On obtient: 1(n)= n-i I(n-2)
n

3. Etudier la monotonie de la suite 1(n)

zl2
On calcule I(n+1)—1(n)= J'cos“(t)(cost—l) dt <0. La suite est donc décroissante et
0

de plus positive, donc convergente vers I.



4. Calculer Lim l(n+1)
n—soo |(n)

PRIGES |
=T

5. Soit u(n)=(n+1)I(n+2)1(n). Calculer u(0),u(?).
ul@@) =u@)=r/2

6. Démontrer que, pour tout n, u(n)est égale a une constante que I’on précisera.
(n+1)

un+) =+2)I(n+2)I(n+)=(n+2)x—=
(n+2)

InN)I(n+) =u(n)=x/2

7. Calculer Limnl?(n)

n—o0
Comme la suite 1(n) est décroissante : 1(n+1) < I(n) < I(n-1), puis en multipliant par

n+1

I(n)et n, on obtient: u(n)x <nl?(n)<u(n-1)et par passage a la limite

Limnl?(n)=7x/2
8. A I’aide de la relation établie a la question 2, exprimer 1(2p) et 1(2p+1) en
fonction CJ, et de p.

l><2....><(2p—1)x£_ 7xCj, t

On obtient: 1(2p) =
2x4..+(2p) 2 2x4°

2x4..x(2p) 1= 4°

1(2p+1) = =
@p+1) 3x5..+(2p+1) (2p+DxCJ




AVRIL 2012

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

On considere la fonction numérique f d’une variable réelle définie par: f(x) = xe* +1.

1. Etudier les variations de f.
La dérivée de fest égaled f (x) =e*(x+1)
La fonction est donc décroissante avant -1, puis croissante.

2. La fonction f admet-elle un point d’inflexion ? Si oui, déterminer ce point d’inflexion.
La dérivée seconde de f est égale a f (x)=e*(x+2) et elle admet un point

d’inflexion (-2, 1-2/e7?)

3. Tracer le graphe de f. On a une asymptote horizontale en 1 et une branche parabolique
dans la direction Oy .

4. Calculer : I=}f(x)dx=1+[exx]?l—}exdx=2/e.
] -1

Exercice n°® 2

e
Pour tout entier naturel n,onpose: I, = J‘x(Lnx)n dx
1

1. Calculer 1 et I,

e

e?+1
T

2
xLnxdx = {— Lnx} Jéxdx =
1

»—\'—.m

1

2. Trouver une relation de récurrence entre I, et I ,.

e’ n ch e’ -1
Par intégration par parties, on obtient : | :?—EIH, d’ou I, =5 I, = :

e?+3 e?-3

3. Calculer I,et 1,.Onobtient: I, = etl,=



Exercice n® 3

On consideére la suite numeérique (u, ) définie, pour n entier naturel, par : u, = %
n+
1. Etudier la monotonie de la suite (u,) .
(n+(n+3) 1 1
(n+2)? (n+2)?
majorée par 1, donc elle converge 1 (on peut aussi le voir directement).

On peut vérifier que u, = . La suite est croissante et

n
2. Soit v, = Ju, , déterminer, si elle existe, la limite de la suite (v,).
k=1

! (2x4)x(3x5)...n(n+2)x(n+Y(n+3) 2 (n+3)
Vi ZHuk - 212 2 2 =Ny

k-1 3 x4°...(n+1)° x(n+2) 3 (n+2)
et la suite converge vers 2/3.

3. Soit w, =Ln(u,).

- Montrer que la suite (w,)converge. Comme (u,) converge vers 1,
(w,) converge vers 0.

4. Soitt, = Zwk . Montrer que la suite (t,) converge.
k=1

t, => w,=> Ln(u,)=Ln(]Ju,)=Ln(v,) qui converge vers Ln(2/3).
k=1 1

k=1

Exercice n® 4

(n+l)z
Pour tout entier naturel strictement positif n, on pose: |, = Ie’x sin xdx.

n
nrzr

1. Calculer I,. On effectue deux intégrations par parties, en posant chaque fois:

).

1+e™”
2

u(x) =e™* pour obtenir I, =(-1)"e™ (

2. Montrer que (I,) est une suite géométrique et calculer sa limite. On a :

I _ . PSP N X
-l = (~1)e™", soit une suite géométrique de raison inférieure a 1 en valeur absolue

n

qui converge vers 0.



Exercice n®°5

Dans un terrain rectangulaire de largeur 10 metres et de longueur 100 metres, se trouve un
étang dont on ne connait pas la superficie. Pour estimer cette surface, on lance aléatoirement
500 fléches dans le terrain et on constate que 100 fleches sont tombées dans I’étang.

1. Donner une estimation de la surface de I’étang.

La surface de I’étang est égale a %xwrface du terrain = 200m?.

2. Comment peut-on améliorer cette estimation ?

Premiere possibilité : augmenter le nombre de fléches tirées, mais ceci présente
I’inconvénient d’augmenter les codts.

Deuxiéme possibilité : s’assurer que toute la zone est couverte par les fleches,
en stratifiant le terrain en rectangles et en envoyant les fleches dans chaque sous
rectangle (et sans augmenter le nombre total de fleches).

Exercice n° 6

X—3y =2Ln2

1. Résoudre le systeme :
X+Yy=4Ln2

Pars soustraction des deux lignes, on obtient : x = % Ln2 et y = % Ln2.

Lnl6 _ x Lnl6
2. Onpose : | :I ex+3dxetJ:j !
, e +4 0

dx.
e*+4

Calculer | et J.
D’aprés la premiéere question, on est amené a calculer :

| -3J=2Ln2et | +J=24Ln2,d’ou | :%LnZ et J :%an.

Exercicen® 7

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f cette fonction
prolongée. On a: |f (x)| < x%et f(x) tend vers zéro quand x tend vers zéro. D’oul f(0)=0.

2. Etudier la dérivabilité de f sur R, ainsi que la continuité de sa fonction dérivée.

Ona: f (x)=2xsin (i) —cos(i) sixestnonnulet f (0)=0. La limite de
X X

f'(x) n’existe pas quand x tend vers zéro, donc f n’est pas de classe C*

3. Résoudre, dans R, I’équation : f(x) =0.On trouve x =00u X :ki.
T



